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1. ОБРАЗОВАНИЕ МНОГОПРОЛЕТНЫХ

 ШАРНИРНО-РАЗРЕЗНЫХ БАЛОК (МШРБ).
Многопролетной шарнирно-разрезной балкой называется статически определимая, геометрически неизменяема система, состоящая из ряда однопролётных балок с консолями и без консолей, соединённых между собой промежуточными шарнирами. По сравнению с отдельными однопролётными балками, многопролётные статически определимые балки  во многих случаях позволяют уменьшить величину изгибающего момента, поэтому их применение оказывается более экономичными. Эпюра изгибающих моментов для однопролетных балок показана на рис 1.1, а эпюра для многопролетной балки на рис 1.2.
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МШРБ состоят из отдельных сравнительно коротких элементов, удобных для массового производства. Усилия в них статически определимы и не зависят от осадки опор. 
Шарнирно-разрезную многопролётную балку можно получить из неразрезной, то есть статически неопределимой балки, включив в неё ряд промежуточных шарниров, число которых равно степени статической неопределимости неразрезной балки. Шарниры в балке должны быть распределены таким образом, чтобы система во всех своих частях была статически определимой и геометрически неизменяемой. 

Пятипролётная неразрезная балка прикреплена к основанию при помощи семи опорных связей (рис. 1.4 а). Для определения усилий в этих связях можно составить только три независимых уравнения статики. Степень статической неопределимости, или число лишних неизвестных определяется по формуле: 

n =Cоп - 3

где Cоп  - число опорных связей. 

Каждый шарнир, установленный в пролёте или на опоре неразрезной балки, позволит составить одно дополнительное уравнение статики - условие равенства нулю суммы моментов относительно шарнира всех правых или левых сил. Следовательно, чтобы заданную неразрезную(статически неопределимую) балку обратить в статически опре​делимую, необходимо поместить четыре шарнира (n =Cоп – 3 = 7 – 3 = 4). 

Шарниры в балки при этом должны быть расположены таким образом, чтобы система во всех своих частях была статически определимой и геометрически неизменяемой.
Условие n≥0 (n=W=3D-2Ш-Cоп=0) является необходимым, но недостаточным для геометрической неизменяемости балки. Для обеспечения неизменяемости балки размещение шарниров в пролётах должно подчиняться следующим правилам: 
1) в каждом пролёте должно быть не более двух шарниров; 

2) пролёты с двумя шарнирами должны чередоваться с пролётами без шарниров (за исключением балок с защемленными концами); 

3) пролёты с одним шарниром могут следовать один за другим при условии, что один пролёт останется без шарнира (за исключением балок с защемленными концами);
4) крайний пролет балки не должен иметь два шарнира (за исключением балок с защемленными концами). 

Для решения вопроса о неизменяемости МШРБ, а также для более наглядного представления о ее работе, следует изображать схему взаимодействия отдельных элементов балки. Такая схема называется «поэтажной схемой» балки. Правильно построенная «поэтажная» схема балки является достаточным условием геометрической неизменяемости данной балки.

Для построения «поэтажной» схемы балку делят на отдельные звенья между шарнирами – диски (балки) (см.рис.1.3). Среди балок выделяют основные (несущие) и вспомогательные (подвесные) балки. К основным балкам относятся консольные участки с защемленной опорой и участки балки на двух опорах. Вспомогательные балки опираются на основные и расположены «этажом» выше основной балки, а также они могут опираться на нижележащие вспомогательные балки. Основных балок в системе может быть несколько, при этом они могут располагаться  на разных уровнях.

На рис.1.4б,г приведены различные схемы расположения шарниров, позволяющие неразрезную балку превратить в шарнирно-разрезную многопролётную балку. На рис 1.4в,д представлены их «поэтажные» схемы. На рис.1.4е показана неправильная расстановка шарниров, хотя общее число поставленных шарниров равно числу лишних неизвестных. Ошибка заключается в том, что часть балки АВ получилась статически неопределимой, а часть ВС – геометрически изменяемой. Возможные перемещения в этой части балке показаны штриховой линией. 

На рис 1.4ж приведен пример расстановки шарниров в МШРБ с одним защемленным концом. На рис 1.4з представлена «поэтажная» схема данной балки. Здесь видно, что шарниры расставлены как исключения из правил.

2. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ИЗГИБАЮЩИХ МОМЕНТОВ И ПОПЕРЕЧНЫХ СИЛ 

При аналитическом расчёте многопролётных шарнирно-разрезных балок удобно пользоваться «поэтажной» схемой.
Расчёт МШРБ начинается с самых верхних балок «поэтажной» схемы, а затем переходят на нижние балки, с учётом опорных давлений от вышележащих балок, равных реакциям последних, но имеющих обратное направление. Для каждой балки «поэтажной» схемы строятся эпюры поперечных сил Q и изгибающих моментов М, начиная с определения реакций каждой из опор, для чего используются три уравнения статики. 

- Поперечная сила в сечении балки численно равна алге​браической сумме проекций всех внешних сил (в том числе и реакций), действующих по одну сторону от этого сечения на ось, перпендикулярную к оси балки. 

- Изгибающий момент в сечении балки численно равен алгебраической сумме моментов внешних сил, действующих по одну сторону от рассматриваемого сечения, относительно его центра тяжести. 

Правила знаков эпюр применяются те же, что и в сопротивлении материалов. Изгибающий момент считается положительным, если он растягивает верхние волокна. Поперечная сила считается положительной, если она создает момент по часовой стрелке.  

Совмещая построенные эпюры в одну линию, получают окончательные эпюры Q и М для всей балки в целом. 

3. ПОСТРОЕНИЕ ЛИНИЙ ВЛИЯНИЯ УСИЛИЙ.

Расчет МШРБ на подвижную нагрузку производится с помощью линий влияния.
Линией влияния называется график, показывающий зависимость какого- либо внутреннего силового фактора от положения движущейся силы Р= 1. 


Существует два способа построения линий влияния в многопролетных шарнирно-разрезных балках: статический и кинематический. Для МШРБ наиболее эффективным является кинематический способ.
3.1. Статический способ 

При построении линии влияния опорной реакции из уравнений равновесия составляют функциональную зависимость величины реакции от положения груза Р=l на линии загружения и строят график её изменения при движения груза по всей балке. 

л.в. V = f(х)

Линию влияния изгибающего момента или поперечной силы в каком-либо сечении балки строят статическим способом в такой последовательности: 

а) разбивают балку на отдельные участки - звенья (слева и справа) от заданного сечения; 

б) составляют уравнения линий влияния по участкам при положении единичного груза слева и справа от данного сечения; 
в) строят график линий влияния по этим уравнениям на каждом участке. 
Ординаты линий влияния момента имеют размерность длины, а ординаты линий влияния реакций опор и поперечных сил - величины безразмерные и задаются удобным для построения масштабом. 

3.2. Кинематический способ 

Наиболее эффективным способом построения линий влияния в многопролетных шарнирно-разрезных балках является кинематический способ. Линии влияния опорной реакции, изгибающего момента и поперечной силы, кинематическим способом, строят в следующей последовательности: 
.

1. Удаляют связь, отвечающую:
· опорной реакции -  то есть показывают схему балки без соответствующей опоры;

· изгибающему моменту – то есть в заданном сечении на схеме балки показывают условный шарнир; 

· поперечной силе – то есть на схеме балки условно показывают разрез в данном сечении. 

2. Прикладывают взамен удалённой связи в положительном направлении соответственно: 

· опорную реакцию, направленную вертикально вверх; 

· изгибающий момент, отвечающий растяжению нижних волокон балки; 

· поперечную силу, отвечающую повороту левой и правой  частей балки по часовой стрелке. 

3. Дают полученной геометрически изменяемой системе возможное перемещение (малое перемещение) в направлении приложенного усилия и строят график перемещений (эпюру перемещений) оси балки. Полученный график и есть линия влияния соответствующего усилия. 

Масштаб для измерения перемещений выбирают таким образом, чтобы перемещение, отвечающее устранённой связи, было равно единице: 

· для опорной реакции - под соответствующей опорой принимают отрезок, равный единице; 

· для изгибающего момента - в данном сечении показывают перелом оси балки на условный единичный угол; 

· для поперечной силы - в данном сечении принимают сдвиг оси балки на единицу.
4.  Вычисления усилий по линиям влияния.
Если на балку действуeт неподвижный сосредоточенный груз Р, то искомое усилие равно произведению величины данного груза Р на ординату y линии влияния искомого усилия под этим грузом:
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(4.1)
Если на балку действуют несколько неподвижных сосредоточенных грузов Рi, то искомое усилие равно алгебраической сумме произведений величины каждого груза Рi на ординату yi линии влияния искомого усилия под этим грузом:


[image: image4.wmf])

(

1

V

i

n

i

i

y

P

V

å

=

*

=



[image: image5.wmf])

(

1

M

i

n

i

i

y

P

M

å

=

*

=



[image: image6.wmf])

(

1

Q

i

n

i

i

y

P

Q

å

=

*

=


(4.2)
где n - количество сосредоточенных грузов. 

Если на балку действует равномерно распределённая нагрузка, то искомое усилие будет  равно произведению интенсивности этой нагрузки q на площадь 
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 линии влияния в пределах участка заrружения: 
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(4.3)
Если на балку действует несколько равномерно распределённых нагрузок, то искомое усилие будет  равно алгебраической сумме произведений интенсивностей этих нагрузок qi на площади (i линии влияния в пределах участка заrружения данной нагрузкой: 
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(4.4)
где n – количество равномерно распределенных нагрузок.
Усилие, отвечающее действию одного сосредоточенного момента М, равно произведению величины этого момента М на тангенс угла наклона линии влияния искомого усилия, под этим сосредоточенным моментом: 
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(4.5)
Усилие, отвечающее действию нескольких сосредоточенных моментов Мi, равно алгебраической сумме произведений величин этих моментов на тангенс углов наклона линии влияния искомого усилия, под этими сосредоточенными моментами: 
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где n – количество сосредоточенных моментов.


Если на балку одновременно действуют несколько сосредоточенных грузов, несколько равномерно распределенных нагрузок и несколько сосредоточенных моментов, то искомое усилие будет равно алгебраической сумме усилий подсчитанных от каждого вида нагрузок:
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(4.7)
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Вопросы для самоконтроля.

1. Дать определение многопролетной балки?

2. Сформулировать необходимое и достаточное условие геометрической неизменяемости?

3. Основные правила правильной расстановки шарниров.

4. Порядок расчета многопролетной шарнирно-разрезной балки.

5. Дать определение линии влияния.

6. Алгоритм построения линий влияния: опорной реакции; момента и поперечной силы.

7. Определение усилий по линиям влияния.
5. Пример расчета многопролетной шарнирно-разрезной балки
Для заданной балки, изображенной на рис. 5.1 требуется:

а) построить эпюры М и Q от  постоянной нагрузки ;

б) построить линии влияния опорных реакций  для заданных сечений 1-1, 2-2, 3-3 линии влияния M и Q ;

в) определить по линиям влияния численные значения реакций опор и внутренние усилия в заданных сечениях от постоянной нагрузки.
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Рис 5.1

Алгоритм решения задачи
1. Проверяем выполнение необходимых условий геометрической неизменяемости и статической определимости балки по формуле:

W = 3D – 2Ш0 - Cоп
W = 3 · 4 – 2 · 3 – 6 = 0                                                    (6)
Необходимое условие выполнено.

2. Составим «поэтажную» схему взаимодействия элементов балки, для проверки достаточного условия геометрической неизменяемости системы (рис. 5.2.б). Из схемы видно, что шарниры расположены правильно.

3. Расчет начинаем с балки KL и MN (верхних этажей) (рис. 5.2. в)

Расчет балки KL.
а) Определение опорных реакций. 
       ∑ ML = 0;  [image: image25.png]


 + VA·3 = 0 ;

                          VA   [image: image27.png]


8 кН;

       ∑ MA = 0; [image: image29.png]


 – VL·3 = 0 ;

                                   VL   [image: image31.png]


  4 кН;
б) определение поперечных сил в характерных точках.
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                                                         Рис. 5.2

       QK = 0;

       QF  = 0;
       QAлев  = -q · 1 = -3 · 1 = -3 кН;

       QAпр  = QAлев  + VA  = -3 + 8 = 5 кН;

       QC  = VA  - q · 3 = 5 – 9 = -4 кН.

     Определим точку, в которой поперечная сила равна нулю из уравнения :

        QAпр  - q · x = 0, откуда x = QAпр  / q = 5 / 3 = 1,67 м

     По полученным данным строим эпюру Q. (рис. 5.2. г)
в) определяем изгибающие моменты в характерных точках.

MK = 0;

MF = 0;

MA = - [image: image34.png]


 = - 1,5 кНм;

MС = 0.

При x=1,67 м:

  Mmax = VL  · 1,333 – [image: image36.png]13337




 = 4  · 1,333 – [image: image38.png]13337
3.




 = 2,667 кНм ;

По полученным данным строим эпюру М. (рис. 5.2. д)
Расчет балки MN
а) Определение опорных реакций. 
∑ MM = 0;  [image: image40.png]


 – VN·1 = 0 ;

                  VN   [image: image42.png]


 1,5 кН;

∑ MN = 0;  [image: image44.png]


 + VM·1 = 0 ;
                  VM   [image: image46.png]


 1,5 кН;

б) определение поперечных сил в характерных точках.

       QM = VM =  1,5 кН;

       QN  = VM  - q[image: image48.png]


 = 1,5 – 3 = -1,5 кН;
Поперечная сила равна нулю на середине участка.

     По полученным данным строим эпюру Q. (рис. 5.2. г)
в) определяем изгибающие моменты в характерных точках.
MM = 0;

MN = 0;

Максимальный момент будет в точке, где поперечная сила равна нулю :

Mmax = VM [image: image50.png]


 0,5 -[image: image52.png]


 = 1,5 [image: image54.png]


 0,5 -[image: image56.png]


 = 0,375 кНм

По полученным данным строим эпюру М. (рис. 5.2. д)
4. Рассчитываем балки нижележащих этажей с учетом опорных реакций, опирающихся на них балок

Расчет балки LM. К рассматриваемой балке, помимо заданной нагрузки q и P2 , в точке L  и M прикладываются силы V’L и V’M  соответственно равные по величине опорным реакциям вышележащих балок и противоположные по направлению :

а) Определение опорных реакций. 

∑ Mс = 0; - V’L [image: image58.png]


 8 + VB · 5 + V’M · 3 + P2 · 2,5 + q · 3 · 1,5 – q · 8 · 4 = 0
   VB   [image: image60.png]= Vi 8-Viy3-P;25-g315%g84 _ 48-153-625-3315+3.84 _




 19 кН;
∑ MB = 0; - V’L [image: image62.png]


 3 – VC · 5 + V’M · 8 + P2 · 7,5 - q · 3 · 1,5 + q · 8 · 4 = 0

      VC   [image: image64.png]= ZVIL3+Vip 8Py 75-q 3154984 _ ~43+158+675-3:31,5+3-84 _




 25,5 кН;
б) определение поперечных сил в характерных точках балки  LM.
       QL = -4 кН;

       QBлев  =- 4 -q · 3 = -4 - 9 = -13 кН;

       QBпр  = QBлев  + VB  = -13 + 19 = 6 кН;

       QCлев  =+ 6 -q · 5 = 6 - 15 = -9 кН;

       QCпр  = QCлев  + VC  = -9 + 22,5 = 16,5 кН;

       Q(P 2)лев  =+ 16,5 -q · 2,5 = 16,5 – 7,5 = 9 кН;

       Q(P 2)пр    = Q(P 2)лев  - P 2  = 9 - 6 = 3 кН;

Определим точку, в которой поперечная сила равна нулю из уравнения :
       QBпр - q · x = 0, откуда x = QBпр / q = 6 / 3 = 2 м
По полученным данным строим эпюру Q. (рис. 5.2. ж)
в) определяем изгибающие моменты в характерных точках.
ML = 0;

MB = - V’L · 3 – q · 3 · 1,5 = - 12 – 13,5 = -25,5 кНм;

MC = - V’M · 3 – q · 3 · 1,5 – P2 · 2,5 = - 4,5 – 13,5 - 15 = -33 кНм;
MС = 0.

При x=2м

M= - V’L · 5 – q · 5 · 2,5 + VB  · 2 = - 20 – 37,5 + 38 = -19,5 кНм
Расчет балки NE. К рассматриваемой балке, помимо заданной нагрузки P1 , в точке N прикладывается силf V’N  равную по величине опорной реакции балки MN и противоположной по направлению :

а) Определение опорных реакций. 

∑ MD = 0; - V’N [image: image66.png]


 2 + VE · 4 - P1 · 1,5 = 0

   VE   [image: image68.png]— VIN-2+P, 1,5 _ 15241015 _
Y ’y



 4,5 кН;

∑ ME = 0; - V’N [image: image70.png]


 6 + VD· 4 - P1 · 5,5 = 0

   VD   [image: image72.png]— VIN-6+P,-5,5 _ 15641055 _
Y ’y



 16 кН;

б) определение поперечных сил в характерных точках балки  LM.
       QN = -1,5 кН;
       Q(P 1)лев  =  QN = -1,5 кН;

       Q(P 1)пр    = Q(P 1)лев  - P 1  = - 1,5 - 10  = - 11,5 кН;

       QDлев  = Q(P 1)пр    = - 11,5 кН;       

       QDпр  = QDлев  + VD  = -11,5 + 16 = 4,5 кН;

       По полученным данным строим эпюру Q. (рис. 5.2. ж)
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5. Построить  итоговые эпюры  M и Q путем расположения на одной оси соответствующих эпюр, полученных для каждого элемента балки, вычерченных в одном масштабе. (рис. 5.2 и,к)

6. Провести проверку построенных эпюр.

7. Построить линии влияния всех опорных реакций кинематическим способом :

а)  Построение линии влияния VA
· удалить вертикальную связь опоры А, взамен которой приложить реакцию VA
· сообщить возможное перемещение элементу балки в направлении опорной                             реакции VA
· выбрать масштаб, приняв ординату линии влияния под опорой  А, равную единице.

Остальные ординаты линии влияния могут быть найдены из отношений подобия соответствующих треугольников.

б)  линии влияния опорных реакций VB  , VC , VD , VE  строятся аналогичным образом
8. Построить линии влияния M и Q для заданных сечений.
       а) построение линии влияния Q1

· устранить связь по нормальному к оси балки направлению, т. е. разрезать её в сечении 1-1. Взамен удалённой связи приложить поперечную силу Q1 к левой и правой частям в положительном направлении

· сообщить возможные перемещения элементам балки в направлении приложенных сил. Части балки перемещаются параллельно друг другу

· на графике перемещений полный сдвиг осей балки в сечении 1-1 должен быть равен единице,

δ1=2/5 = 0,4 ; δ2=3/5 = 0,6
Ординаты ломаной линии, отсчитываемые по вертикали от начального положения оси балки, образуют линию влияния  Q1.
       б) построение линии влияния M1 
· удалить связь, отвечающую моменту M1  т. е. в сечение 1-1 ввести условный шарнир и приложить взамен удалённой связи момент M1 в положительном направлении
· сообщить возможные перемещения оси балки. Части диска BC повернутся относительно врезанного шарнира вокруг опоры В и C. Перемещение шарнира в сечении 1-1
ymax = 2 · 3 / 5 = 1,2
Полученная ломаная линия образует линию влияния M1
       в) построение линии влияния Q2
Построение линии влияния Q2  ведётся по тому же алгоритму, что и для построения линии влияния Q1. Обратить внимание на то, что сечение 2-2 находится не в пролёте элемента балки LM , а на её консольной части. Поэтому после приложения поперечной силы в сечение 2-2 правая часть балки остаётся неподвижной (рис 5.5.е), а левая опускается вниз на единицу. Полученная ломаная линия и есть линия влияния Q2
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   г) построение линии влияния M2

Построение линии влияния M2 аналогично построению линии M1. Так как сечение 2-2 находится на консольной части элемента балки LM , то под воздействием приложенного момента М2 перемещаться будет только левая часть балки (рис 5.5.з). Шарнир L опустится на величину численно равную длине балки от сечения 2-2 до шарнира L , т.е. 2  м . (рис. 5.5.и)
      д) построение линии влияния Q3

При построении линии влияния Q3 нужно обратить внимание на положение сечения 

3-3: оно находится над опорой D (рис. 5.6.а). Поэтому необходимо строить две эпюры: Q3лев и Q3пр. Начнём построение Q3лев. Согласно приведённому выше алгоритму построения линии влияния разрежем балку чуть левее опоры D и дадим возможные перемещения оси балки в направлении приложенных сил (рис 5.6.6). Пунктиром показана система после перемещения. Правая часть балки остаётся неподвижной (рис 5.5.е), а левая опускается вниз на единицу. Последовательность построения линии влияния Q3пр приведена на рис. 5.4.  Полный сдвиг балки справа от опоры в сечении 3-3 равен единице. Левее опоры D балка перемешается параллельно, поэтому ордината точки F находится из подобия соответствующих треугольников (рис. 5.4)
      е) построение линии влияния M3
Для построения линии влияния M3 необходимо ввести опорный шарнир D в балку и приложить момент M3 (рис 5.4.и). Консоль DN повернётся вокруг опоры D на угол     β = 1, ордината отклонения точки N равна длине консоли DN, т.е. 2 метрам (рис 5.4.к). 

9.  Вычислить значения опорных реакций, поперечной силы и изгибающего момента по линиям влияния от неподвижной нагрузки. Сравнить полученные результаты по эпюрам M и Q
С учетом формул (2-4), принимая во внимание правило знаков (рис. 5.5), определяем
VA = q · ωQ =3 · [image: image76.png]


 · 4 · [image: image78.png]


 = 8 кН
VB = q · (- ω1 + ω2 – ω3)V + P2 · (- yV) = 3 · ([image: image80.png]


 кН
VC = q · (ω1 - ω2 + ω3)V + P2 · yV = 3 · ([image: image82.png]


 25,5 кН 
VD = q · ωV + P1 · yV =3 · [image: image84.png]


 · 1 · [image: image86.png]


 + 10 · [image: image88.png]


 = 16 кН
VE = q · (- ωV) + P1 · (- yV) = 3 ·( -  [image: image90.png]


 · 1 · [image: image92.png]


 ) - 10 · [image: image94.png]


 = - 4,5 кН
Q1 = q · (- ω1 + ω2 - ω3 + ω4 – ω5)Q + P2 · (- yQ ) = 3 · ([image: image96.png]


 
M1 = q · ( ω1 - ω2 + ω3 - ω4)M + P2 · (- yM )= 3 · ([image: image98.png]4)-6-1=-195



кНм
Q2 = q · ( ω1 - ω2)Q =  3 · ([image: image100.png]Sl

3-2-1



 = - 10 кН
M2 = q · ( ω1 - ω2)M = 3 · ([image: image102.png]


 = - 14 кНм
Q3лев = q · (- ωQ) + P1 · (- yQ )=  3 · ( -  [image: image104.png]


 · 1 · [image: image106.png]


 ) – 10 · 1 = - 11,5 кН
Q3пр = q · ωQ + P1 · yQ = 3 · (   [image: image108.png]


 · [image: image110.png]


  · [image: image112.png]


 ) – 10 · [image: image114.png]


  = 4,5 кН
M3 = q · (- ωM) + P1 · (- yM )= 3 · ( -  [image: image116.png]


 · [image: image118.png]


  · [image: image120.png]


 ) – 10 · [image: image122.png]


  = - 18 кНм
Все результаты совпадают с аналитическими расчетами.
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Рис.1.1





Рис.1.2





ℓ





ℓ





qℓ2/8





qℓ2/8





q
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