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МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Лекция 1
Введение. Основные этапы решения прикладных задач с использованием компьютеров, вычислительные задачи, методы, алгоритмы, корректность вычислительной задачи, обусловленность вычислительной задачи, анализ ошибок. Классификация численных методов. 

ВВЕДЕНИЕ

Эпиграф из [1]: "Из нашего девиза "Цель расчетов — не числа, а понимание", следует, что человек, который должен этого понимания достигнуть, обязан знать, как происходит вычисление. Если он не понимает, что делается, то очень маловероятно, чтобы он извлек из вычислений что-нибудь ценное. Он видит голые цифры, но их истинное значение может оказаться скрытым в вычислениях".

Основные этапы решения прикладных задач с использованием компьютеров

1. Постановка проблемы — формулировка на языке предметной области.

2. Выбор, построение математической модели — полнота, сложность, снижение размерности — формулировка на математическом языке; упрощенная модель (грубая), тестовые примеры.

3. Постановка вычислительной задачи — анализ ИД, параметры модели, требования к результату, подготовка контрольных вариантов.

4. Анализ вычислительной задачи (существование и единственность решения, корректность, устойчивость).

5. Выбор численного метода — время решения, требуемая точность, универсальность.

6. Алгоритмизация — порядок вычислений, критерии окончания, контрольные точки и промежуточные проверки.

7. Обработка, представление и анализ результатов.

8. Корректировка модели, ИД, и т.п., возвращаемся к 1.
В самой общей постановке вычислительная задача состоит в том, что для каждого x из множества исходных данных X требуется найти единственное решение y из множества возможных решений Y.

Пример. Найти решение уравнения ax + b = 0. Здесь исходные данные (ИД) — коэффициенты уравнения a и b, т.е. X = R2 = {(a, b), a, b — действительные числа, a ≠ 0}, Y = R1 = R — множество действительных чисел; задача имеет единственное решение 
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. Если (a, b) = (3, 1), то решаем уравнение 3x+1 = 0. 

Его единственное решение — 
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Простота, «примитивность» примера не случайна. Нужно стараться все понять на простейших примерах. Линейная функция и линейное уравнение будут основными источниками примеров в течение всего курса.

В дальнейшем будем обозначать (если специально не оговорено другое) y — точное, “теоретическое» решение задачи, x — точные, «теоретические» исходные данные; соответственно  y* и x* — их приближенные значения, еще y*— результат численного решения задачи.

Источники и классификация погрешностей численного решения задачи 
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 — погрешность численного решения задачи y = y(x).
Причины возникновения погрешностей:

· погрешность математической модели;

· погрешность исходных данных;

· погрешность приближенного решения задачи;

· погрешность приближенных чисел (округление, ввод в память компьютера).
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 — неустранимая погрешность — погрешность модели, погрешность ИД;
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 —погрешность метода — погрешность избранного численного метода; не следует стремиться сделать ее как можно меньшей, желательно — в 2-3 раза меньше неустранимой погрешности;
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 — вычислительная погрешность — погрешность приближенных чисел, погрешность округления; следует стремиться сделать ее хотя бы на порядок меньше погрешности метода;
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Корректность вычислительной задачи

Обозначим x* и y* — приближенные значения исходных данных и приближенное решение вычислительной задачи. Пусть определены их абсолютные и относительные погрешности, а также границы этих погрешностей 
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(эти понятия интуитивно ясны и известны, использовались в ЛП по физике, точные определения будут даны ниже).

Вычислительная задача называется корректной по Адамару - Петровскому, если:

1) при любых 
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2) решение 
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3) решение устойчиво по отношению к малым возмущениям исходных данных:

для любого 
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 зависит от 
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, такое, что всякому x*, удовлетворяющему условию 
[image: image16.wmf]d

D

<

*)

(

x

, отвечает приближенное решение y*, для которого 
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Задача некорректна, если нарушено хотя бы одно из этих условий.

Иногда рассматривают относительную устойчивость, т.е. в соответствующих неравенствах 
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Пример некорректной задачи. Задача вычисления ранга матрицы в общем случае.

Для матрицы 
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 ранг 
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. В данном случае исходными данными являются коэффициенты матрицы А, решением ранг матрицы А.

Рассмотрим задачу с возмущенными исходными данными 
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 и, следовательно ранг равен 2.
Пример некорректной задачи. Задача дифференцирования
Пусть 
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 — дифференцируемая на всей числовой оси функция. Известно что задача вычисления производной имеет единственное решение. Здесь исходные данные — значение функции 
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Рассмотрим на промежутке 
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 задачу с возмущенными исходными данными 
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. Погрешность данных задачи 
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Заметим, что поскольку 
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Тогда 
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как бы ни было мало в возмущение исходных данных 
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, погрешность производной будет больше 
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Задача, интегрирование функции —корректна: 
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если 
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В последнее время наибольшее внимание уделяется решению некорректных задач. Здесь приоритет принадлежит российским вычислителям, в первую очередь Андрею Николаевичу Тихонову (1906-1993), методы регуляризации. 

Обусловленность вычислительной задачи

Следует понимать, что погрешность решения корректной задачи может быть как угодно мала только теоретически и только тогда, когда ИД могут быть заданы с адекватной точностью. На практике почти всегда невозможно задать ИД как угодно точно. Возникает проблема количественной оценки влияния погрешности ИД на погрешность решения — исследование обусловленности задачи.
Под обусловленностью вычислительной задачи понимают чувствительность ее решения к малым погрешностям ИД. Задача хорошо обусловлена, если малым погрешностям ИД отвечают малые погрешности решения, и плохо обусловленной, если возможны сильные изменения решения. Количественной мерой степени обусловленности задачи является число обусловленности. Сформулируем эти положения точнее: если существует такое положительное число 
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 называется числом обусловленности задачи (абсолютным числом обусловленности).

При каких значениях 
[image: image48.wmf]D
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 задача является плохо обусловленной? Ответ на этот вопрос зависит от конкретной вычислительной задачи. Обычно полагают плохо обусловленными задачами задачи с числом обусловленности, на много превышающим единицу.

Пример хорошо и плохо обусловленных вычислительных задач классической корректной задачи 
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Т.е.  при a = 1 имеем (x*=1((b, а при a = 0.001 имеем (x*=103((b.

Пример Дж. Уилкинсона

Рассмотрим задачу о вычислении корней многочлена 20-й степени 
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В качестве многочлена 20-й степени возьмем простой многочлен 
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Очевидно, что решение задачи 
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 существует и единственно: x1 = 1, x2 = 2, …, x20 = 20. Доказано, что эта задача устойчива относительно возмущения исходных данных (коэффициентов). Т.е. задача корректна.

Предположим, что исходные данные — коэффициенты многочлена, содержат погрешности. Рассматриваемая задача плохо обусловлена, если малые погрешности исходные данных приводят к большим погрешностям решения (решение — корни многочлена).

Уилкинсон рассмотрел пример, когда коэффициент многочлена 
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Вычислим корни возмущенного многочлена 
[image: image67.wmf]19

23

2

)

(

)

(

*

x

x

P

x

P

-

+

=

 высокоточным алгоритмом и посмотрим, как столь незначительная погрешность влияет на значения корней? 
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Т.е. если 
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 — решение задачи P(x)=0, a 
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 — решение задачи P*(x)=0, погрешность исходных 
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. Задача плохо обусловлена.
Видно, что первые шесть корней оказались практически нечувствительными к возмущению исходных данных, их погрешность не превышает 
[image: image76.wmf]6
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; погрешности последующих корней растут, причем относительные погрешности некоторых корней приближаются к 20%.
Пример Дж.Уилкинсона — классический пример плохо обусловленной вычислительной задачи. Степень рассмотренного многочлена довольно велика. Однако плохо обусловленной может быть и задача о вычислении корней многочленов невысоких степеней. Рассмотрим задачу о вычислении корней многочлена 4-й степени 
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, их относительная погрешность 
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 — задача плохо обусловлена. 
Корректность и обусловленность вычислительных алгоритмов

Вычислительный алгоритм — точно описанная последовательность операций над произвольными допустимыми исходными данными задачи, результатом которых является численное решение задачи.


Вычислительный алгоритм называется корректным алгоритмом, если:

1) после выполнения конечного числа элементарных для вычисляющего устройства операций произвольные допустимые исходные данные преобразуются в решение задачи;

2) результат вычислений устойчив относительно малых возмущений исходных данных, т.е. при отсутствии вычислительной погрешности результат непрерывно зависит от исходных данных;
3) результат обладает вычислительной устойчивостью, т.е. если вычислительная погрешность (погрешность округления) результата стремится к нулю, при стремлении к нулю машинного эпсилон. 
Если нарушено хотя бы одно из этих трех условий, алгоритм называется некорректным.

Чувствительность вычислительных алгоритмов к погрешности округления.

Даже если разрядность ЭВМ велика, существует реальная опасность, что выполнение большого числа операций приведет к накоплению погрешности, способной значительно или даже полностью исказить вычисляемый результат. Однако и при небольшом числе действий результат вычислений может оказаться совершенно неправильным, если алгоритм слишком чувствителен к ошибкам погрешности округления.

1) Порядок выполнения операций.
Вычислительный алгоритм в конечном итоге сводится к выполнению последовательности простейших арифметических и логических операций. Однако часто одно и тоже математическое выражение допускает различные способы вычисления, отличающиеся только порядком выполнения операций. Если вычисления производить точно, то они будут приводить к одному результату. Но результаты вычисления на ЭВМ уже зависят от порядка выполнения операций и различие в вычислительной погрешности может быть весьма значительным. Иногда неудачно выбранный порядок операций либо приводит к полной потере точности, либо не дает возможности получить результат из-за переполнения. Рассмотрим пример: требуется вычислить произведение
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Если производить вычисления в естественном порядке , то уже 
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 дает аварийный останов по переполнению.
Вычисление произведения в обратном порядке сразу же приводит к исчезновению порядка, т.к.
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 и все произведение обращается нуль.
В данном случае приемлем следующий порядок вычислений:
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2) Катастрофическая потеря точности.
Иногда короткая последовательность вычислений приводит от исходных данных, известных с высокой точностью, к результату, содержащему недопустимо мало верных цифр или вообще не имеющих ни одной верной цифры. Рассмотрим пример: нужно вычисляется значение функции 
[image: image88.wmf]x

x

y

2

cos

cos

-

=

 при 
[image: image89.wmf]490

1

=

x

 на 6-разрядной десятичной ЭВМ. При 
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 близки. Т.к. вычисленные их приближенные значения будут содержать погрешность вычисления, то возможна серьезная потеря точности.
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. При вычитании старшие разряды оказались потерянными и в результате осталась только одна значащая цифра.
Алгоритм называют устойчивым, если он устойчив и по исходным данным и вычислительно устойчив.

Вычислительно устойчивый алгоритм называют хорошо обусловленным, если малые относительные погрешности округления (характеризуемые машинным эпсилон) приводят к малой относительной погрешности результата, и плохо обусловленным, если вычислительная погрешность может стать недопустимо большой.

Классификация численных методов и алгоритмов
Методы эквивалентных преобразований – методы, позволяющие заменить исходную задачу другой, имеющей тоже решение. Выполнение эквивалентных преобразований обосновано, если новая задача проще исходной или обладает лучшими свойствами, или для нее существует известный метод решения, а, может быть и готовая программа.

Методы аппроксимации – методы позволяющие приблизить исходную задачу другой, решение которой в определенном смысле близко к решению исходной задачи. Погрешность, возникающая при такой замене, называется погрешностью аппроксимации.
Прямые методы — методы, позволяющие получить решение после выполнения конечного числа арифметических операций.

Итерационные методы — методы, в которых решение задачи определяется как предел некоторой последовательности (последовательности итераций), а приближенное решение — достаточно "близкий" к пределу элемент последовательности; при этом первый элемент последовательности, нулевое приближение, задается вычислителем, а каждое последующее приближение (итерация) получается из предыдущего как результат одного и того же конечного набора арифметических действий. Если построенная таким образом последовательность сходится к решению задачи, то говорят, что итерационный метод сходится.
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. Здесь y — точное решение задачи, y* — приближенное численное решение задачи, 
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 — какая-либо мера близости k-й к точному решению, 
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 — заданная погрешность решения.

Методы статистических испытаний (методы Монте-Карло) — методы, основанные на моделировании случайных величин, в которых приближенным решением задачи является статистическая оценка искомого решения.

Одношаговые методы — для вычисления очередного приближения (для вычисления решения в очередной точке) используется информация только о предыдущем приближении (о решении в предыдущей точке): 
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Многошаговые методы — для вычисления очередного приближения (для вычисления решения в очередной точке) используется информация о нескольких предыдущих приближениях (о решении в нескольких предыдущих точках): 
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Явные методы —очередное приближение явно выражается через предыдущие 
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Неявные методы —очередное приближение не выражается явно через предыдущие 
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